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Àííîòàöèÿ

Äàíû îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì Êóëàêîâà è ïîñòðîåíû ïðè-

ìåðû íà îñíîâå èçâåñòíûõ �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Îïðåäåëåíà òåðíàðíàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Êóëàêîâà ðàíãà (m,n, ℓ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ àê-

ñèîìàì �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïîñòðîåíî íîâîå ðåøåíèå ðàíãà (2, 2, 2),

îòëè÷íîå îò èçâåñòíîãî. Ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ áèíàðíûõ �èçè÷åñêèõ
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Abstrat

Kulakov algebrai systems are de�ned and examples are onstruted on

the basis of known physial laws. A ternary Kulakov algebrai system

of rank (m,n, ℓ) satisfying the axioms of physial struture is de�ned. A

new solution of rank (2, 2, 2) di�erent from the known one is onstruted.

With the help of known binary physial strutures, new ternary physial

strutures are onstruted.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñóòè âîïðîñà, ïðèâåä¼ì ñëîâà Þäæèíà Âèã-

íåðà: �Âîâñå íå î÷åâèäíî, ÷òî ¾çàêîíû ïðèðîäû¿ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü;

âîçìîæíîñòü èõ ñóùåñòâîâàíèÿ êóäà ìåíåå î÷åâèäíà, ÷åì ñïîñîáíîñòü ÷å-

ëîâåêà îáíàðóæèâàòü òàêèå çàêîíû� (èç ñòàòüè Íåïîñòèæèìàÿ ý��åê-

òèâíîñòü ìàòåìàòèêè â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ) [1℄. Êàê òîëüêî íà÷àëè

ìíîæèòüñÿ ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ è ðàçäåëû �èçèêè, îïèñûâàåìûå ñâî-

èìè �èçè÷åñêèìè çàêîíàìè, íàâåðíîå, ñðàçó æå âîçíèêëî æåëàíèå ïîíÿòü
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êàê îíè ñâÿçàíû, óâèäåòü èõ îáùóþ ñòðóêòóðó è ïðåäñêàçàòü âèä íîâûõ

çàêîíîâ.

Îñîáàÿ òðóäíîñòü çàäà÷è çàêëþ÷åíà â òîì, ÷òî ïîíÿòèå çàêîíà, òàêæå

êàê è ïîíÿòèå ÷èñëà, îòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíûì ïîíÿòèÿì, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ðàçúÿñíåíû, íî íå ìîãóò áûòü ñòðîãî îïðåäåëåíû, èáî âñÿêàÿ ïîïûò-

êà äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òàêîãî ïîíÿòèÿ íåèçáåæíî ñâåä¼òñÿ ê çàìåíå

îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿòèÿ åìó ýêâèâàëåíòíûì [2, òð. 11℄.

Êîãäà ðå÷ü çàõîäèò î ïîíÿòèè ¾çàêîíà¿, òî íà èíòóèòèâíîì óðîâíå

âñåì ïîíÿòíî, ÷òî ýòî òàêîå. Íî ïðè áîëåå ïðèñòàëüíîì ðàññìîòðåíèè âñ¼

ñòàíîâèòñÿ íå òàê î÷åâèäíî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàêîí � ýòî íåêîòîðîå

îãðàíè÷åíèå. Íî òîãäà ëþáîå îãðàíè÷åíèå � çàêîí? Íåò. Çíàíèå çàêîíà

äîëæíî ïîçâîëÿòü îñóùåñòâëÿòü ïðåäñêàçàíèÿ. Ò.å., ñ îäíîé ñòîðîíû �

ýòî îãðàíè÷åíèå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïðåäñêàçàíèå. Èìåÿ êàêèå-òî ïðåä-

âàðèòåëüíûå äàííûå î ïîâåäåíèè îáúåêòà, ìû, íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ,

ìîæåì ïðåäñêàçàòü, êàê îí ïîâåä¼ò ñåáÿ äàëüøå.

Õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ¾ïåðèîäè÷åñêóþ òàáëèöó¿ âîçìîæíûõ çàêîíîâ.

Äëÿ ýòîãî â íàøåì àðñåíàëå èìåþòñÿ:

1. ÷èñëîâûå èçìåðåíèÿ (íàòóðàëüíûå, âåùåñòâåííûå, êîìïëåêñíûå, à

òàêæå âåêòîðà è ìàòðèöû),

2. ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ýòàëîíàìè.

Ñ êàæäûì èç ýòèõ ïóíêòîâ ñâÿçàíû îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûé âèä çàêî-

íîâ. Èçó÷åíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé è âîçìîæíîñòåé ðåàëèçóåòñÿ â ïîñòðîå-

íèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðèé.

Òåîðèÿ èçìåðåíèé [3, 4℄ èçó÷àåò ðàçëè÷íûå àñïåêòû èçìåðåíèé, ïðèâî-

äÿùèå ê ïîíÿòèþ øêàëû è èíâàðèàíòíîñòè çàêîíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà

øêàë.

Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè [5, 6℄ ïîçâîëÿåò ïî ðàçìåðíîñòÿì âåëè÷èí, âõîäÿ-

ùèõ â çàâèñèìîñòè âûâîäèòü òî÷íûå �îðìóëû. Ñàìà òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè

íà÷àëà ñâî¼ ðàçâèòèå ñ êîíöà äåâÿòíàäöàòîãî âåêà, ñ ïåðâûõ ðàáîò ïî π�

òåîðåìå [7, 8℄. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè

è ïîäîáèÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü îöåíèòü èñêîìîå çíà÷åíèå, ïîëó÷àÿ ïðèåìëå-

ìûé ðåçóëüòàò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà âåëè÷èíû, ïîëàãàÿñü òîëüêî íà

�èçè÷åñêóþ èíòóèöèþ. Íî õîòåëîñü áû áîëåå òî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðèÿ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [9, 10℄ áûëà ââåäåíà Þ.È. Êóëàêîâûì

â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-

ðèè, îðèåíòèðîâàííîé íà êëàññè�èêàöèþ �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ. Â íåé åñòü

ïåðåñå÷åíèå êàê ñ òåîðèåé ðàçìåðíîñòè, òàê è ñ òåîðèåé èçìåðåíèé [11℄.

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèÿì, ïðèâåä¼ì ïðèìåð, õàðàêòåðè-

çóþùèé ïîñòàíîâêó çàäà÷è â òåîðèè �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð [9℄.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, êîòîðûé ìîæíî çà-
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ïèñàòü â âèäå f = ma, ãäå m � ìàññà òåëà, a � åãî óñêîðåíèå è f �

ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî. Ìîæíî ëè äàòü �îðìóëèðîâêó âòîðîãî çà-

êîíà Íüþòîíà òàê, ÷òîáû íå ïîòðåáîâàëîñü ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëÿòü

ïîíÿòèå ìàññû è ñèëû?

Äëÿ ýòîãî Þ.È. Êóëàêîâ [9℄ ðàññìîòðåë äâà ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî òåë

M è ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ ñèë N. Ïðè ýòîì, åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâ âçà-

èìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, òî ìû íàáëþäàåì óñêîðåíèå aiα òåëà i ∈ M

ïîä âîçäåéñòâèåì èñòî÷íèêà ñèëû α ∈ N, êîòîðîå ìîæåì èçìåðèòü. Óñêî-

ðåíèå aiα � ýòî àíàëîã ¾ðàññòîÿíèÿ¿ ìåæäó òåëîì i è èñòî÷íèêîì ñèëû α.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ òåë i, j ∈ M è èñòî÷íèêîâ ñèëû α, β ∈ N èçìåðèì

÷åòûðå óñêîðåíèÿ aiα, aiβ, ajα, ajβ ∈ R. Åñëè ãîâîðèòü î �èçè÷åñêèõ èçìå-

ðåíèÿõ, òî ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

∣∣∣∣
aiα aiβ
ajα ajβ

∣∣∣∣ = 0. (1)

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíûå, â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ, òî÷êè j0 ∈ M, β0 ∈ N ïðè-

ä¼ì ê âûðàæåíèþ: aj0α =
aj0β0
aiβ0

aiα, êîòîðîå ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé aj0α =

Fα,
aj0β0
aiβ0

= mi ìîæíî çàïèñàòü â õîðîøî èçâåñòíîì âèäå âòîðîãî çàêîíà

Íüþòîíà: Fα = miaiα. Òàêèì îáðàçîì, ¾�èçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà¿, ñâÿçàí-

íàÿ ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà, õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîæåñòâàìè M, N, R,

�óíêöèåé a : M × N → R, è òîæäåñòâîì (1). Ñèëà Fα îïðåäåëÿåòñÿ ïðè

ïîìîùè óñêîðåíèÿ aj0α ýòàëîííîãî òåëà j0, èíåðòíàÿ ìàññà mi � ïðè ïîìî-

ùè óñêîðåíèÿ aiβ0
òåëà i ïîñëå âîçäåéñòâèÿ ýòàëîííîãî èñòî÷íèêà ñèëû β0.

Èñõîäÿ èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïîèñêà

íåòðèâèàëüíûõ �óíêöèé

f : M×N → R (2)

è òîæäåñòâ g òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèÿ �óíêöèè fiα = f(i, α) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
i, j ∈ M è α, β ∈ N îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé òîæäåñòâîì

g(fiα, fiβ, fjα, fjβ) = 0. (3)

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ M = N = R ïîëó÷èë Þ.È. Êóëàêîâ [12℄.

Òàê êàê �óíêöèÿ (2) ïîñòðîåíà íà ñîîòâåòñòâèè äâóì òî÷êàì i ∈ M è

α ∈ N èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû f : i×α 7→ aiα, òî òàêàÿ �èçè÷åñêàÿ ñòðóêòó-

ðà íàçûâàåòñÿ ¾áèíàðíîé¿. Åñëè �óíêöèÿ (3) ïîñòðîåíà íà äâóõ ýëåìåíòàõ

i1, i2 ∈ M èç îäíîãî ìíîæåñòâà è äâóõ ýëåìåíòàõ α1, α2 ∈ N èç äðóãîãî

ìíîæåñòâà, òî òàêàÿ �èçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò ðàíã (2, 2). Îáîáùèâ çà-
äà÷ó íà ñëó÷àé m ýëåìåíòîâ i1, . . . , im ∈ M è n ýëåìåíòîâ α1, . . . , αn ∈ N,

ïðèä¼ì ê áèíàðíîé �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðå ðàíãà (m,n). Òàêèå ñòðóêòóðû
ñ �óíêöèåé (2) áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû Ìèõàéëè÷åíêî [13℄.
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Òåðíàðíûå �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ïîñòðîåííûå íà

� îäíîì ìíîæåñòâå [9, Äîïîëíåíèå �.�. Ìèõàéëè÷åíêî, �6℄ ñ �óíêöèåé

f : M×M×M → R,

� äâóõ ìíîæåñòâàõ [14℄ ñ �óíêöèåé f : M×M×N → R è

� òð¼õ ìíîæåñòâàõ [15℄ ñ �óíêöèåé f : M×N× T → R

âïåðâûå ðàññìîòðåë �.�. Ìèõàéëè÷åíêî. Ïðè ïîèñêå ðåøåíèé íàä ãëàäêè-

ìè ìíîãîîáðàçèÿìè áûëè ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàíãîì �èçè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðû è ðàçìåðíîñòÿìè ìíîãîîáðàçèé. Â [16℄ òàêæå ðàññìàòðè-

âàëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû n-àðíûõ àëãåáð Êóëàêîâà (�èçè÷åñêèõ ñòðóê-

òóð) è, â ÷àñòíîñòè, òåðíàðíûå.

Ìèõàéëè÷åíêî, ïîñòðîèâ ðåøåíèå �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ ðàíãà

(2, 2, 2) çàìå÷àåò [15℄, ÷òî �. . . â ñõåìå òåðíàðíûõ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

ðàíãà (m,n, ℓ), ïîëó÷åííûé çäåñü ðåçóëüòàò, êàê ïîêàçûâàþò ïðåäâàðè-

òåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì, ò.å. òåðíàðíûå

�èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñóùåñòâóþò òîëüêî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå m = n =
ℓ = 2 . . . �. Â ñâåòå ýòîãî çàìå÷àíèÿ àâòîðîâ îñîáåííî âäîõíîâëÿåò òî, ÷òî

ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íå òîëüêî

íîâûå àëãåáðû Êóëàêîâà ðàíãà (2, 2, 2), íî è äðóãèõ ðàíãîâ (m,n, ℓ), îò-
ëè÷íûõ îò (2, 2, 2).

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, òåðíàðíûå �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû

ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïðèìåð 2. �åîìåòðèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �áèíàðíóþ �èçè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó íà îäíîì ìíîæåñòâå� [17, 18℄. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìå-

ðà [9, �5 Äîïîëíåíèÿ �.�. Ìèõàéëè÷åíêî℄ ðàññìîòðèì ãåîìåòðèþ íàä R ñ

àíòèñèììåòðè÷íûì ðàññòîÿíèåì ∆xij = xi − xj , ñîîòâåòñòâóþùèì äâóì

òî÷êàì i, j ∈ R. Ëþáûå òðè ðàññòîÿíèÿ ∆xij , ∆xjk, ∆xki ∈ R ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé òîæäåñòâîì: ∆xij +∆xjk +∆xki = 0.

Ïåðåõîäÿ îò ãåîìåòðèè ê �èçèêå, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ¾ñîáûòèé¿ è

äâóìåðíûå ¾ðàññòîÿíèÿ¿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè � ¾ñîáûòèÿìè¿. Èìåþò-

ñÿ äâà èçìåðåíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû � îáû÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè, ãäå ïðîèçîøëè ñîáûòèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïðîìåæóòîê âðå-

ìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëþáûå èçìåðå-

íèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî ¾ðàññòîÿíèÿ¿ [19, 20℄ ïðîâîäÿòñÿ â îïðåäåë¼ííîé

¾ñèñòåìå îòñ÷¼òà¿.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ. Âîçüì¼ì

ïðîèçâîëüíûå äâà ñîáûòèÿ i è j â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. �àññòîÿíèÿ è

ïðîìåæóòêè âðåìåíè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà α è β ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Íàïðèìåð, â �àëèëååâîé ñèñòåìå: ∆xijα = xi+vαti−xj−vαtj è ∆tijα = ti−tj .
Â èòîãå ïîëó÷àåì �óíêöèþ f : M ×M × N → R, ñîïîñòàâëÿþùóþ òð¼ì
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òî÷êàì i, j ∈ M, α ∈ N äâóõêîìïîíåíòíîå ¾ðàññòîÿíèå¿:

f : (ijα) 7→ (∆xijα,∆tijα) . (4)

Äëÿ ëþáûõ òð¼õ ñîáûòèé i, j, k ∈ M â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà α ∈ N

êîìïîíåíòû ¾ðàññòîÿíèé¿ ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè:

∆xijα +∆xjkα +∆xkiα = 0, ∆tijα +∆tjkα +∆tkiα = 0. (5)

Êðîìå òîãî, ¾ðàññòîÿíèÿ¿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà α, β, γ ∈ N è

ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé i, j ∈ M ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè �àëèëåÿ, ÷òî

ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì ñâÿçÿì:

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
∆xijα ∆xijβ ∆xijγ
∆xikα ∆xikβ ∆xikγ

∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Ýòî ïðèìåð òåðíàðíîé �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû (àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìû Êóëàêîâà) 〈M,N,R; f ; g〉 ðàíãà (3, 3) íà äâóõ ìíîæåñòâàõ: M = R2
�

äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè è N = R � ìíîæåñòâå ñèñòåì îòñ÷¼òà,

ñ �óíêöèåé (4) è ìíîãîêîìïîíåíòíûì òîæäåñòâîì g, ñîñòîÿùèì èç òð¼õ

òîæäåñòâ (5) (ðàññìîòðåâ (5) â òð¼õ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà) è òð¼õ òîæäåñòâ (6)

(ïîñòðîåííûõ íà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ i, j, k). �àíã (3, 3) ñâÿçàí ñ òåì,

÷òî òîæäåñòâà îïðåäåëåíû ìèíèìóì íà òð¼õ òî÷êàõ èç êàæäîãî ìíîæå-

ñòâà: i, j, k ∈ M è α, β, γ ∈ N.

Íà÷èíàÿ ñ ïåðâûõ ðàáîò Þ.È. Êóëàêîâà ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâ-

êà ¾òåîðèè �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð¿ [9, �ëàâà 3.℄ äîñòàòî÷íî àëãåáðàè÷íà, íî

â âèäå ¾àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû¿ îíà íå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà. Âîïðîñîì

àëãåáðàèçàöèè òåîðèè �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè

çàíèìàëèñü Å.Å. Âèòÿåâ [21℄ è Â.Ê. Èîíèí [22, 23℄

Â ðàáîòàõ [24, 25, 26℄, [16℄ ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

òåîðèÿ �èçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â ðàìêàõ ìíîãîñîðòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, êîãäà òåëî àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòîèò íå èç îäíîãî ìíîæå-

ñòâà, à èç íåñêîëüêèõ. Â �1 áóäóò äàíû îïðåäåëåíèÿ òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì.

Êðîìå òîãî, â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî �èçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì èñïîëü-

çóþòñÿ �óíêöèÿ (2) èëè

f : M×N → R
k,

êîãäà ìíîæåñòâà îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ñâÿçàíû: M = Rkn
è N = Rkm

,

ýòî îòíîñèòñÿ èìåííî ê áèíàðíûì �èçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, ïîñòðîåííûì
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íà äâóõ ìíîæåñòâàõ. Åñëè k > 1, òî òàêèå ñòðóêòóðû íàçûâàëèñü k�

ìåòðè÷åñêèìè. Êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà

¾ìåòðè÷íîñòè¿ âîçðàñòàåò. Â òàêîì îïðåäåëåíèè, ðàññìîòðåííûå Ìèõàé-

ëè÷åíêî òåðíàðíûå �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû áûëè 1�ìåòðè÷åñêèìè.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå çà ñ÷¼ò ïåðåõîäà ê ðàññìîòðåíèþ ìíîãîñîðò-

íûõ àëãåáð áóäóò ïîñòðîåíû íîâûå ðåøåíèÿ òåðíàðíûõ àëãåáð Êóëàêîâà,

êîòîðûå, ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿþòñÿ 1�ìåòðè÷åñêèìè.

� 2. Îïðåäåëåíèÿ

Ïî òðàäèöèè [27, �2℄, â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A, ïîñòðîåííîé íàä ìíî-

æåñòâîì A, �óíêöèþ f : An → A íàçûâàþò n�àðíîé îïåðàöèåé, à îòíîøå-

íèå R ⊆ An
íàçûâàþò n�àðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå A. Èìåÿ íàáîð

îïåðàöèé f1, . . . , fk è îòíîøåíèé R1, . . . , Rp äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A

èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå A = 〈A; f1, . . . , fk;R1, . . . , Rp〉, åñëè îòñóòñòâóþò

îòíîøåíèÿ, òî òàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 1 Åñëè íîñèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A îïðåäå-

ë¼í íà íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâàõ A1, . . . , An, òî òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà A = 〈A1, . . . , An; Ω〉 íàçûâàåòñÿ ìíîãîñîðòíîé (n�ñîðòíîé)

1

, ãäå Ω =
{f1, . . . , fk, R1, . . . , Rp} � ñèãíàòóðà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A.

Îïðåäåëåíèå 2 Åñëè â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A îïðåäåëåíû ÷à-

ñòè÷íûå îïåðàöèè f ∈ Ω, äåéñòâóþùèå íå íà âñ¼ì ìíîæåñòâå, òî òàêèå

àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 3 Â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå 〈A; Ω〉 k�àÿ ïåðåìåííàÿ â

n�àðíîé îïåðàöèè f ∈ Ω ñóùåñòâåííà, åñëè íàéäóòñÿ íàáîðû (x1, . . . , xn),
(y1, . . . , yn) ∈ An

òàêèå, ÷òî xi = yi ïðè i 6= k è xk 6= yk, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî f(x1, . . . , xn) 6= f(y1, . . . , yn).
Íàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå n�àðíûõ àëãåáð Êóëàêîâà [16℄:

Îïðåäåëåíèå 4 ×àñòè÷íàÿ (n + 1)�ñîðòíàÿ àëãåáðà 〈N1, . . . , Nn, B;
g, F, ε〉, ñ íóëüàðíîé îïåðàöèåé ε è ÷àñòè÷íûìè îïåðàöèÿìè

g : Np1
1 × . . .Npn

n → B, F : Bk → B,

â êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå ñóùåñòâåííûå çàäà¼ò p�àðíóþ àëãåáðó Êóëàêî-

âà ðàíãà (k1, . . . , kn), ãäå k = k1!
(k1−p1)!

· . . . · kn!
(kn−pn)!

è p = p1 + . . . + pn, åñëè

ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà N̂ki
i ⊆ Nki

i òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

àêñèîìà

K1. Äëÿ ëþáûõ (αi1, . . . , αiki) ∈ N̂ki
i , ãäå i ∈ {1, . . . , n}, ñïðàâåäëèâî

F (g(α11, . . . , αnpn), . . . , g(α1k1, . . . , αnkn)) = ε.

1

Èíîãäà ãîâîðÿò ìíîãîîñíîâíîé, ìíîãîáàçèñíîé.
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Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå îïðåäåëèì òåðíàðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñè-

ñòåìó Êóëàêîâà íà òð¼õ ìíîæåñòâàõ ðàíãà (2, 2, 2).

Îïðåäåëåíèå 5 ×àñòè÷íàÿ ÷åòûð¼õ�ñîðòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

〈N1,N2,N3, B; f ; g〉, ñ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé

f : N1 ×N2 ×N3 → B,

èìåþùåé ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ, çàäà¼ò òåð-

íàðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó Êóëàêîâà ðàíãà (2, 2, 2), åñëè äëÿ ëþáûõ
ijk ∈ Nj, ãäå j ∈ {1, 2, 3}, k ∈ {1, 2} ñïðàâåäëèâî:

(
f(i11, i21, i31), f(i11, i21, i32), . . . , f(i12, i22, i32)

)
∈ g.

Îòíîøåíèå g ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ îòíîøåíèé, êàê â ïðèìå-

ðå 2, à ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî, êàê â ïðèìåðå 1.

Îïðåäåëåíèå 6 Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Êóëàêîâà ñîäåðæèò

åäèíñòâåííîå îòíîøåíèå, òî áóäåì å¼ íàçûâàòü ñèñòåìîé ñ ýëåìåíòàðíûì

òîæäåñòâîì.

�àíåå àêñèîìû, ïðèìåíÿåìûå ê áèíàðíûì �èçè÷åñêèì ñòðóêòóðàì, äî-

ïîëíÿëèñü óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè äàííîãî òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî ïðî-

èçâîëüíîãî ýëåìåíòà, íàïðèìåð, ïåðâîãî. Â ýòîì ñëó÷àå îò îòíîøåíèÿ

g ∈ Bm
ìîæíî ïåðåéòè ê íîâîé îïåðàöèè γ : Bm−1 → B.

Îïðåäåëåíèå 7 ×àñòè÷íàÿ ÷åòûð¼õ�ñîðòíàÿ àëãåáðà 〈N1,N2,N3, B;
f, γ〉, ñ ÷àñòè÷íûìè îïåðàöèÿìè

f : N1 ×N2 ×N3 → B,

γ : B2·2·2−1 → B,

èìåþùèìè ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ çàäà¼ò òåð-

íàðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà ðàíãà (2, 2, 2), åñëè äëÿ ëþáûõ ijk ∈ Nj, ãäå

j ∈ {1, 2, 3}, k ∈ {1, 2} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

γ
(
f(i12, i21, i31), . . . , f(i12, i22, i32)

)
= f(i11, i21, i31).

Îïðåäåëåíèå 8 Îòîáðàæåíèÿ

λ1 : N1 → N′

1, . . . , λm : Nm → N′

m, χ : B → B′

çàäàþò ãîìîìîð�èçì àëãåáðû Êóëàêîâà 〈N1, . . . ,Nm, B; f, γ〉 ðàíãà (n1,

. . . , nm) â àëãåáðó 〈N′

1, . . . ,N
′

m, B
′; f ′, γ′〉, åñëè äèàãðàììû

N1 × . . .×Nm
f

−−−→ B

λ1×...×λm

y
yχ

N′

1 × . . .×N′

m

f ′

−−−→ B′

è

Bn1···nm−1 γ
−−−→ B

χn1···nm−1

y
yχ

B′n1···nm−1 γ′

−−−→ B′
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êîììóòàòèâíû.

Åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ (λ1, . . . , λm, χ) áèåêòèâíû, òî îíè çàäàþò èçî-

ìîð�èçì àëãåáð Êóëàêîâà.

Ïðè ïîèñêå òåðíàðíîé �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàíãà (2, 2, 2) äëÿ B =
R â ðàáîòå [15℄ Ìèõàéëè÷åíêî �àêòè÷åñêè íàêëàäûâàë äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå íà ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ òàê, ÷òî îíè îêàçûâàëèñü ðàâíûìèN1 =
N2 = N3.

Îòêàæåìñÿ îò ýòîãî óñëîâèÿ, íî âçàìåí îïðåäåëèì äðóãèå äîïîëíè-

òåëüíûå àêñèîìû äëÿ �óíêöèè f : N1 × N2 × N3 → B íà ìíîæåñòâàõ

N1 = B̂3, N2 = B̂2, N3 = B. ¾Êðûøå÷êàìè¿ íàä ìíîæåñòâàìè Bn
îáîçíà-

÷èì íåêîòîðûå èõ ïîäìíîæåñòâà B̂n ⊆ Bn
.

K1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ b1 ∈ B, i1 ∈ N1, i2 ∈ N2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íûé i3 ∈ N3 òàêîé, ÷òî f(i1, i2, i3) = b1.

K2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (b1, b2) ∈ B̂2
, i1 ∈ N1, (i31, i32) ∈ N̂2

3 ñóùåñòâóåò

i2 ∈ N2 òàêîé, ÷òî f(i1, i2, i31) = b1, f(i1, i2, i32) = b2.

K3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (b1, b2, b3) ∈ B̂3
, (i21, i22) ∈ N̂2

2, (i31, i32) ∈ N̂2
3

ñóùåñòâóåò i1 ∈ N1 òàêîé, ÷òî

f(i1, i21, i31) = b1, f(i1, i22, i32) = b2, f(i1, i21, i32) = b3.

Ýòè àêñèîìû òðåáóþò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ

óðàâíåíèé.

� 3. Îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ

Ïðèìåð 3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî äàííûì òðåáîâà-

íèÿì, ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäè�èêàöèþ áèíàðíîé �èçè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ðàíãà (4, 2) [13, 28℄ òàê, ÷òî i1 = (x, y, z) ∈ N1 = R̂3, i2 = (ξ, µ) ∈ N2 = R̂2,

i3 = (u) ∈ N3 = R, òîãäà �óíêöèþ f : N1 ×N2 ×N3 → R, ñ òî÷íîñòüþ äî

ëîêàëüíîãî èçîìîð�èçìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f (x, y, z; ξ, µ; u) =
(ξu+ µ)x+ y

(ξu+ µ) + z
. (7)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû K1, K2,

K3 âûïîëíÿþòñÿ.

Ôóíêöèþ γ : R̂7 → R ìîæíî çàïèñàòü, ðàçðåøàÿ îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣

b111 b121 b112 b122
b211 b221 b212 b222

b111 · b211 b121 · b221 b112 · b212 b122 · b222
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (8)
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122 Òåðíàðíûå àëãåáðû Êóëàêîâà

îòíîñèòåëüíîãî b111, ãäå bijk = f(xi, yi, zi, ξj, µj, uk).

Äàííûé ïðèìåð îáîáùèì íà îãðàíè÷åííî òî÷íî òðèæäû òðàíçèòèâíûå

ãðóïïû [29℄:

Îïðåäåëåíèå 9 Äëÿ ìíîæåñòâà B è ìíîæåñòâà êîðòåæåé Bn
îïðå-

äåëèì ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî B̂n = {(x1, . . . , xn)|xi 6= xj ïðè i 6= j},
ñîñòîÿùåå èç êîðòåæåé (x1, . . . , xn) ∈ Bn

, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ïîïàðíî

íå ðàâíû.

Ïðè ïîìîùè ïîäìíîæåñòâà Ω ⊆ B̂n
îïðåäåëèì:

Îïðåäåëåíèå 10 �ðóïïà Tn(B) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà B íàçû-

âàåòñÿ Ω îãðàíè÷åííî òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîð-

òåæåé

(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Ω

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g ∈ Tn, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî g(xi) = yi äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n}.

Åñëè ïîäìíîæåñòâî Ω íå ñóùåñòâåííî â ðàññìîòðåíèè, òî âìåñòî ¾Ω
îãðàíè÷åííî òî÷íî n�òðàíçèòèâíîé ãðóïïû¿ áóäåì ãîâîðèòü ¾îãðàíè÷åí-

íî òî÷íî n�òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà¿.

Â ñâîþ î÷åðåäü, îãðàíè÷åííî òî÷íî n�òðàíçèòèâíûå ãðóïïû óäîáíî

îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè îáîáù¼ííîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ [25℄.

Îáîáù¼ííîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå 〈Ω, ·〉 äëÿ Ω îãðàíè÷åííî òî÷íî 3�

òðàíçèòèâíîé ãðóïïû T3(B) ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè �óíêöèè ψ : B×Ω → B

è çàäà¼òñÿ �îðìóëîé:

(x1, x2, x3) · (y1, y2, y3) =

(ψ(x1, y1, y2, y3), ψ(x2, y1, y2, y3), ψ(x3, y1, y2, y3)) . (9)

Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû 〈Ω, ·〉 îïðåäåëÿåòñÿ âûäåëåííûìè ýëå-

ìåíòàìè e1, e2, e3 ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùèìè òîæäåñòâàì

ψ(ei, y1, y2, y3) = yi, i = 1, 2, 3, ψ(x, e1, e2, e3) = x. (10)

Âûðàæåíèå (7), ïîëó÷åííîå èç äðîáíî�ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïå-

ðåïèøåì â âèäå �óíêöèè

ψ(t, x1, x2, x3) =
t(x1x2 + x1x3 − 2x2x3) + x1(x2 − x3)

t(2x1 − x2 − x3) + x2 − x3

äëÿ çàïèñè ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ (9) òàê, ÷òî e1 = 0, e2 = 1, e3 = −1.

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1 Åñëè íà ìíîæåñòâå B äåéñòâóåò îãðàíè÷åííî òî÷íî 3�

òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà G3 = 〈Ω3, ·,
−1 , (e1, e2, e3)〉 è îãðàíè÷åííî òî÷íî 2�

òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà G2 = 〈Ω2, ◦,
−1 , (e1, e2)〉, òî íà ìíîæåñòâàõ N1 = Ω3,

N2 = Ω2, N3 = B ìîæíî îïðåäåëèòü òåðíàðíóþ àëãåáðó Êóëàêîâà 〈N1,N2,

N3, B; f, g, 〉, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû àêñèîìû K1, K2, K3 ñ �óíêöèåé

f : N1 ×N2 ×N3 → B, îïðåäåë¼ííîé ðàâåíñòâîì:

f (x, y, z; ξ, µ; u) = (u ◦ (ξ, µ)) · (x, y, z) . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì K1, K2 è K3. Óðàâ-

íåíèå a = (u ◦ (ξ, µ)) · (x, y, z), ïîñòðîåííîå ïðè ïîìîùè äåéñòâèÿ äâóõ

ãðóïï G2 è G3 ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà u. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ ñïðàâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà îáðàòíûå ýëåìåíòû,

ïðèä¼ì ê âèäó: (
a · (x, y, z)−1) ◦ (ξ, µ)−1 = u.

Àêñèîìà K1 âûïîëíåíà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà (ξ, µ) èìååòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

a = u1 ◦ (ξ, µ) · (x, y, z) , b = u2 ◦ (ξ, µ) · (x, y, z) ,

ãäå (a, b) ∈ Ω2. Äîìíîæàÿ êàæäîå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà (x, y, z)−1
, ïðèä¼ì

ê ñèñòåìå:

a · (x, y, z)−1 = a = u1 ◦ (ξ, µ) , b · (x, y, z)−1 = b = u2 ◦ (ξ, µ) .

Ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

a = u1 ◦ (ξ, µ) , b = u2 ◦ (ξ, µ)

ìîæíî çàïèñàòü â ¾ìàòðè÷íîì¿ âèäå

(
a, b

)
= (u1, u2) ◦ (ξ, µ) .

Òîãäà

(u1, u2)
−1 ◦

(
a, b

)
= (ξ, µ)

è, ñëåäîâàòåëüíî, àêñèîìà K2 âûïîëíåíà.

Ïðîâåðèì àêñèîìó K3. Ñèñòåìó èç òð¼õ óðàâíåíèé

a = (u1 ◦ (ξ1, µ1)) · (x, y, z) , b = (u2 ◦ (ξ1, µ1)) · (x, y, z) ,

c = (u2 ◦ (ξ2, µ2)) · (x, y, z)

äëÿ (a, b, c) ∈ Ω3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a = ã · (x, y, z) , b = b̃ · (x, y, z) , c = c̃ · (x, y, z) , (12)
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ãäå

ã = u1 ◦ (ξ1, µ1) , b̃ = u2 ◦ (ξ1, µ1) , c̃ = u2 ◦ (ξ2, µ2) .

Ñèñòåìó (12), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

(a, b, c) =
(
ã, b̃, c̃

)
· (x, y, z) ,

êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

(x, y, z) =
(
ã, b̃, c̃

)
−1

· (a, b, c) .

Äàëåå íàéä¼ì îáùèé âèä �óíêöèè γ : B̂7 → B. �àññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíûå (x1, y1, z1) ∈ N1, (ξ1, µ1) ∈ N2 è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ b111 6= b112 ∈ B

íàéä¼ì u1, u2 ∈ N3 :

(
b111 · (x1, y1, z1)

−1) ◦ (ξ1, µ1)
−1 = u1,(

b112 · (x1, y1, z1)
−1) ◦ (ξ1, µ1)

−1 = u2.

Ïî ïðîèçâîëüíûì b121, b122 ∈ B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (b121, b122) ∈ Ω2,

íàéä¼ì (ξ2, µ2) ∈ N2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèñòåìîé óðàâíåíèé

b121 · (x1, y1, z1)
−1 = u1 ◦ (ξ2, µ2) , b122 · (x1, y1, z1)

−1 = u2 ◦ (ξ2, µ2) ,

íàéä¼ì ðåøåíèå

(ξ2, µ2) = (u1, u2)
−1 (

b121 · (x1, y1, z1)
−1
, b122 · (x1, y1, z1)

−1)
.

Òåïåðü íàéä¼ì (x2, y2, z2) ∈ N1 ïî ïðîèçâîëüíûì (b211, b221, b212) ∈ Ω3:

(x2, y2, z2) = (u1 ◦ (ξ1, µ1) , u1 ◦ (ξ2, µ2) , u2 ◦ (ξ1, µ1))
−1 · (b211, b221, b212) .

Ñàìó �óíêöèþ γ : B̂7 → B ïîëó÷èì èç âûðàæåíèÿ

b222 = (u2 ◦ (ξ2, µ2)) · (x2, y2, z2) .

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ðåøåíèÿ

b222 =
(
b112 ◦ (b111, b112)

−1 ◦ (b121, b122)
)
·

(
b111, b111 ◦ (b111, b112)

−1 ◦ (b121, b122) , b112
)−1

· (b211, b221, b212) =

(e2 ◦ (b121, b122)) · (b111, e1 ◦ (b121, b122) , b112)
−1 · (b211, b221, b212) .

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

x ◦ (x, y)−1 = e1, y ◦ (x, y)−1 = e2,
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êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ãðóïïû èç (9) è (10) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (x, y) ∈ Ω2

è, âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâàìè (10), ïðèä¼ì ê �óíêöèè γ : B̂7 → B,

ïðèíèìàþùåé âèä

b222 = b122 · (b111, b121, b112)
−1 · (b211, b221, b212) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå B = R èëè B = C ãðóïïà 〈Ω3, ·〉 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷-

íî 3�òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèÿ âåùåñòâåííîé (êîìïëåêñíîé)

ïðÿìîé [30℄ è äëÿ íå¼ ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ γ : B̂7 → B ñîâïàäàåò ñ

�óíêöèåé ïîëó÷åííîé èç (8).

Åñëè ìíîæåñòâî B ⊆ Rn (Cn), òî ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åííî òî÷íî

3�òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò óæå íåñêîëüêî è äëÿ êàæäîé

èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü íåèçîìîð�íûå òåðíàðíûå àëãåáðû Êóëàêîâà ðàí-

ãà (2, 2, 2). Íàïðèìåð, íàä ìíîæåñòâîì R2
ñóùåñòâóåò ïÿòü íåèçîìîð�íûõ

ðåøåíèé [29, Ëåììà 6℄, ïîñòðîåííûõ íàä 3�ïñåâäîïîëÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà 〈Ω2, ◦〉 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé 〈Ω3, ·〉, òî
ñóùåñòâóþò íåèçîìîð�íûå àëãåáðû Êóëàêîâà, ñ îäèíàêîâîé �óíêöèåé

γ : B̂7 → B. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è â ãåîìåòðèÿõ ìàêñèìàëü-

íîé ïîäâèæíîñòè [31, 32℄, êîãäà ðàçíûå ãåîìåòðèè, ïîñòðîåííûå íà ðàçíûõ

ìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ, îáëàäàþò îäèíàêîâûìè �óíêöèÿìè γ.

Ïåðåïèñàâ �óíêöèþ f â âèäå (11), ìîæíî çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ,

îñòàâëÿþùèå �óíêöèþ èíâàðèàíòíîé â âèäå:

f (x, y, z; ξ, µ; u) =
(
(u ◦ (t1, t2)) ◦ ((t1, t2)

−1 ◦ (ξ, µ))
)
· (x, y, z) =

f (x, y, z; ξ′, µ′; u′) .

Åñëè G2 = StG3
(e3), òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå �óíêöèþ f èí-

âàðèàíòíîé, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f (x, y, z; ξ, µ; u) = (u(t1, t2, e3))((t1, t2, e3)
−1(ξ, µ, e3)(t3, t4, e3))·

((t3, t4, e3)
−1(x, y, z)) = u′(ξ′, µ′, e3)(x

′, y′, z′) = f (x′, y′, z′; ξ′, µ′; u′) .

Èçâåñòíî [13℄, ÷òî áèíàðíûå �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (m,n) íàä
ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìåþòñÿ òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ |m− n| < 2
è (m,n) = (4, 2) èëè (2, 4). Åñëè m = n+1, òî �óíêöèþ f : Rn−1×Rn → R

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

f13(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn) = x1y1 + . . .+ xn−1yn−1 + yn, (13)
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åñëè m = n− 1, òî â âèäå:

f14(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym−1) = x1y1 + . . .+ xm−1ym−1 + xm. (14)

Åñëè m = n, òî èìåþòñÿ äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèÿ ñ �óíêöèÿìè f :
Rn−1 × Rn−1 → R â âèäå:

f15(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn−1) = x1y1 + . . .+ xn−1yn−1, (15)

f16(x1, . . . , xn−1, y1, . . . , yn−1) = x1y1 + . . .+ xn−2yn−2 + xn−1 + yn−1. (16)

Ñîîòâåòñòâóþùèå òîæäåñòâà g1k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà íó-

ëþ îïðåäåëèòåëåé. Òàê äëÿ ðåøåíèÿ (13) ýòî:

∣∣∣∣∣∣∣

f13(i1, α1) · · · f13(i1, αn) 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f13(in+1, α1) · · · f13(in+1, αn) 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

äëÿ ðåøåíèÿ (14):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f14(i1, α1) · · · f14(i1, αn)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

f14(in−1, α1) · · · f14(in−1, αn)
1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

äëÿ ðåøåíèÿ (15):

∣∣∣∣∣∣∣

f15(i1, α1) · · · f15(i1, αn)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

f15(in, α1) · · · f15(in, αn)

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

äëÿ ðåøåíèÿ (16):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f16(i1, α1) · · · f16(i1, αn) 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f16(in, α1) · · · f16(in, αn) 1
1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

ãäå i1, . . . , im ∈ Rn−1
, α1, . . . , αn ∈ Rm−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 2 Ïóñòü äàíû òð¼õ�ñîðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

〈Rn−1,Rm−1,R; f1k; g1k〉, çàäàþùèå áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû Êó-

ëàêîâà ðàíãà (m,n) ñ îïåðàöèÿìè f1k : Rn−1 × Rm−1 → R âèäà (13), (14),

(15) èëè (16). Åñëè m = m1m2 äëÿ íàòóðàëüíûõ m1, m2 > 1, òî îïåðàöèè

F13 = (x1, . . . , xn−1, 1)




a11 · · · a1,n−1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an−1,1 · · · an−1,n−1 0
0 · · · 0 1







y1
.

.

.

yn−1

yn


 ,

F14 = (x1, . . . , xn)




a11 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n







y1
.

.

.

yn−1

1


 ,

F15 = (x1, . . . , xn)




a11 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n







y1
.

.

.

yn


 ,

F16 = (x1, . . . , xn, 1)




a11 · · · a1,n 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n 0
0 · · · 0 1







y1
.

.

.

yn
1




îïðåäåëÿþò ÷åòûð¼õ�ñîðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

〈Rn−1,R(n−1)2 ,Rm−1,R;F1k; g1k〉, çàäàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå òåðíàðíûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû Êóëàêîâà ðàíãà (m1, m2, n).

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíîå è ñîñòîèò â ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ îïðå-

äåëåíèÿ 5. Îòíîøåíèÿ g1k ñîâïàäàþò ñ îòíîøåíèÿìè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì Êóëàêîâà ðàíãà (m,n).
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